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ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗУВАЛЬНИХ РІВНЯНЬ НАПІВАНАЛІТИЧНОГО МЕТОДУ 

СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ ДЛЯ ПРИЗМАТИЧНИХ ТІЛ СКЛАДНОЇ ФОРМИ 

 

Анотація. В роботі на основі моментної схеми скінченних елементів і напіваналітичного варіанта 

методу скінченних елементів представлено ефективний чисельний підхід до дослідження довільно 

навантажених масивних і тонкостінних призматичних тіл складної форми, деформування яких 

може проходити за межею пружності матеріалу. Наведено рівняння напіваналітичного методу 

скінченних елементів (НМСЕ) з використанням для розкладання переміщень рядів Фур'є. Наведено 

основні співвідношення просторової задачі теорії пружності в криволінійній системі координат і 

теорії пластичної течії для ізотропно зміцнюваного матеріалу за умови текучості Мізеса. 

Відповідно до методики моментной схеми скінченних елементів (МССЕ) отримано вирази 

деформацій призматичного скінченного елемента через вузлові значення амплітудних переміщень. 

Виведено формули для обчислення коефіцієнтів матриці жорсткості скінченного елемента (СЕ) зі 

змінними і усередненими в площині поперечного перерізу механічними і геометричними 

параметрами. 

 

Ключові слова: метод скінченних елементів; напіваналітичний метод скінченних елементів; 

момент на схема скінченних елементів; призматичні тіла складної форми; універсальний 

скінченний елемент; теорія пружності; теорія пластичної течії; матриця жорсткості 

 

Вступ 

Найбільш широкого застосування в рамках 

напіваналітичного методу скінченних елементів в 

якості системи координатних функцій набули 

тригонометричні ряди [3]. У цьому випадку 

розв’язання вихідної просторової крайової задачі 

вдається звести до розв’язання ряду двовимірних 

задач для кожної утримуваної гармоніки і тим самим 

скоротити на кілька порядків обсяг обчислень у 

порівнянні з традиційним варіантом МСЕ. У цій 

роботі розв’язувальні співвідношення 

напіваналітичного методу скінченних елементів з 

використанням рядів Фур’є виконуються на основі 

широко апробованої і високоефективної методики 

моментної схеми скінченних елементів [1; 2; 8; 9]. 

Основні співвідношення теорії пружності і 

пластичності в криволінійній системі координат 

викладено в роботах [5 – 7]. Розглянемо в декартовій 

системі координат 
'i

Z , яку в подальшому будемо 

називати базисною, довільно навантажене 

призматичне тіло (рис. 1), утворене рухом 

нормальної 
'3

Z площини складної форми. Відмінною 

особливістю таких тіл є довільний характер 

розподілу механічних і геометричних параметрів у 

поперечному перерізі і їх сталість у напрямку 
'3

Z . 

Базова система координат призначена для задавання 

граничних умов, зовнішніх впливів, механічних і 

геометричних характеристик об’єкта. Опис 

напружено-деформованого стану тіла складної 

форми зручніше проводити в місцевій системі 

координат, зазвичай пов’язаної з його геометрією.  

З цією метою введемо в розгляд місцеву 

криволінійну схему координат IX , осі 
1

X  і 
2

X  які 

розташовані в площині 
'

3
Z const= , а 

3
X  збігається 

за напрямком з 
'3

Z . 
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Рис. 1 

 

Нехай в будь-якій точці тіла зв’язок між 

базисною декартовою системою координат 
'i

Z  і 

місцевою криволінійною 
I

X  визначається 

тензором перетворення 
'

,i

IZ , компоненти якого 

дорівнюють: 
'

'

, ,
Z

Z
X

α
α
β β

∂=
∂

     

'

'
3

3

3 3
, ,

Z
Z

X

∂=
∂

     
' '

3

3
, , 0.Z Z α
α = =  (1) 

Тут і надалі індекси, позначені грецькими 

буквами, приймають значення 1, 2; латинськими – 

1, 2, 3. За індексами, що розташовані в дужках, 

підсумовування не проводиться. 

Тоді коваріантні компоненти метричного 

тензора місцевої системи координат можна 

представити через коваріантні компоненти базисної 

системи: 

' '
, , ,' 'q q Z Z
γ µ

αβ α βγ µ
=      

' '

' '

3 3

33 3 33 3
, , .q q Z Z=  (2) 

Беручи до уваги, що в декартовій системі 

координат 

( )' ' 1,
i i

q =     ' ' 0,q
γ µ

=     ( )' 'γ µ≠  (3) 

вираз (2) можна спростити: 
' '

, ,q Z Zγ γ
αβ α β= ,      

' '
3 3

33 3 3
, , .q Z Z=  (4) 

Контрваріантні компоненти метричного тензора 

виражаються через коваріантні за формулою: 

( )q
q

q

αβαβ Α
= ,      

33

33

1
,q

q
=  (5) 

де ( )qαβΑ  – алгебраїчне доповнення до елемента 

( )qαβ  матриці, складеної з коваріантних компонент 

метричного тензора; q  – визначник цієї матриці. 

Компоненти тензора деформацій в місцевій 

системі координат визначаються співвідношенням 

1 1 ,
2

U U kIE U
iI iIi kI XX

∂ ∂ 
= + − Γ  ∂∂ 

 (6) 

де 
k

iIΓ  - символи Крістофеля другого роду;  

IU – переміщення в місцевій системі координат. 

Виразимо переміщення і символи Крістофеля їх 

значеннями в базисній системі координат: 
'

' ,s

k ks
U U Z=  (7) 

' '

, , ,k k m n

iI i IX Z ZΓ =
ℓ

 

'

' '

' ' ' '

,
, ,k m I
im n m

Z
X Z

Z

∂Γ +
∂

ℓ

ℓ

ℓ
 (8) 

де ' ,
k

k X
X

Z

∂=
∂ ℓℓ

    
' '

' ', .s k s

k e e
z x δ⋅ =  

Після підстановки (7) і (8) в (6) і приведення 

подібних отримуємо: 

( )' ' ' ' '

' ' ' ' ', ,

1
, , , , .

2

s s m n s

iI I i i Is i s I s m n
U Z U Z U Z ZΕ = + − Γ    (9) 

Оскільки в декартовій системі координат всі 

символи Крістоффеля дорівнюють нулю, вираз (9) 

можна переписати у вигляді: 

( )' '

' '
, ,

1
, , .

2

s s

iI I is i s I
E U Z U Z= +  (10) 

Зв’язок між компонентами тензора напружень і 

тензора деформацій прийнято відповідно до 

узагальнених законом Гука: 

,
iI iIk

k
Cσ = Εℓ

ℓ
 (11) 

де 
iIkC ℓ

 – компоненти тензора пружних постійних. 

Для ізотропного тіла компоненти тензора 

пружних постійних визначаються через коефіцієнти 

Ляме: 

( ) ,iIk iI k I ik i Ik
C g g g g g gλ µ= + +ℓ ℓ ℓ ℓ

   (12) 

які легко обчислити, знаючи модуль пружності 

матеріалу і коефіцієнт Пуассона: 

( )( ) ,
1 2 1

Eυλ
υ υ

=
− +

    ( ) .
2 1

Eµ
υ

=
+

            (13) 

При описі пластичного деформування 

використовуються співвідношення теорії пластичної 

течії для ізотропно зміцнюваного матеріалу [4]: 

1. Повне збільшення деформацій iIdE  

дорівнюють сумі пружних 
e

iIdE  і пластичних 

iI
dEρ

 складових 

.e

iI iI iIdE dE dE
ρ= +                       (14) 

2. Матеріал пластично нестисливий і зміна його 

об’єму лінійно-пружна. У початковому стані 

матеріал є ізотропним і однорідним: 

( ) 0,
i i

dE
ρ =        ( ) ( ).

e

i i i i
dE dE=                (15) 
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3. Пружні деформації пов’язані з напругою 

законом Гука (11). 

4. Область пружних деформацій обмежена 

поверхнею плинності, рівняння якої у просторі 

напружень за умови текучості Мізеса має вигляд: 

21
0,

2

iI

iI s
f S S τ= − =                       (16) 

де s
τ  – межа плинності при чистому зсуві, що 

залежить від параметра зміцнення Одквіста χ : 

( ) ,
s s

τ τ χ=     
2

.
3

iI

iI
dE dE

ρ
ρχ = ∫          (17) 

5. Згідно з асоційованим законом зв’язок між 

девіатором напруг і збільшенням пластичних 

деформацій визначається співвідношенням: 

,iI iI

iI

f
dE d d S

S

ρ λ λ∂= =
∂                (18) 

де iI
S  – девіатор тензора напружень: 

1
.

3
iI iI iI iI

S σ δ= − ∂                         (19) 

Виведення формул для обчислення вузлових 

реакцій і коефіцієнтів матриці жорсткості 

скінченного елемента зі змінними механічними і 

геометричними параметрами.  

Для апроксимації розглянутого класу об’єктів 

скористаємося призматичним скінченним елементом 

з поперечним перерізом у вигляді чотирикутника 

довільного обрису (рис. 2). Помістимо в центр 

елемента початок системи координат 
iΧ , 

спрямовуючи осі 
1Χ  і 

2Χ  вздовж сторін 

чотирикутника, а 
3Χ  – по нормальній до них. Будемо 

вважати, що область, яку займає елемент, 

відображена в місцевій системі координат на 

паралелепіпед з одиничними розмірами поперечного 

перерізу і довжиною, що дорівнює двом. На характер 

розподілу по площі поперечного перерізу цього СЕ 

механічних і геометричних параметрів ніяких 

обмежень не вводиться, і вони визначаються в певній 

кількості точок інтегрування, розташованих у 

площині 
3X const=  (рис. 3). Там же визначаються 

компоненти тензора напружень, які, крім того, 

обчислюються в точках інтегрування по 
3Χ  (рис. 4). 

Виразимо за напрямком 
3Χ  переміщення 

відрізками рядів Фур’є: 

( )' '

3

1

sin 1 ;
2

L

U U X
α α

π
=

= +∑ ℓ

ℓ

ℓ
 

( )' '

3

3 3
1

cos 1 ,
2

L

U U X
π

=

= +∑ ℓ

ℓ

ℓ
             (20) 

і приймемо білінійний закон їх розподілу в площині 

поперечного перерізу елемента: 

 

Рис. 2 

 

 

Рис. 3 

 

 

Рис. 4 

 

( )' '
1, 2

1 1

1 2 1

1 2 1 2 2

1 1

1 1 1
,

4 2 2n n S S
S S

U U S X S X S S X X
=± =±

 = + + + 
 

∑ ∑  (21) 

де ( )'
1, 2n S S

U  – вузлові значення переміщень, 

представлених компонентами в базисній системі 

координат 
'n

Z ; 1S  і 2S  – подвоєні координати вузлів 

уздовж осей 
1Χ  і 

2
Χ , що визначають їх положення 

в місцевій системі координат. 

Для прийнятого закону розподілу переміщень 

відповідно до методики моментной схеми 

скінченних елементів [10] представимо деформації 

відрізками ряду маклорена: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )0 0
3

, 3
,X

α
α α α α α α αε ε ε −

−= +  

0

12 12 ,ε ε=  

( )
( )0 0
3

3 3 3, 3
,X

α
α α α αε ε ε −

−= +  (22) 
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0 0

33 33 33, ,X
α

αε ε ε= +  

де 

0

iI
ε  і 

0

iI
ε  – коефіцієнти розкладання деформацій 

в ряд маклорена, які обчислюють за формулами: 

0

0
,

iI iI x
αε ε

=
=  

0

, 0
,iI

iI xX
αα α

εε
=

∂=
∂    ( ), ,i Iα ≠  (23) 

( )
( )' ' '

' ' '

0 0 0
0 0 0

3

, ,12 ,, , ,12
,Z U Z U Z U X

αγ γ γ
α αα α γ α γ α γ

ε − 
= + +  

 
 

' '

' '

0 00

12 ,1 ,2,2 ,1

1
,

2
Z U Z U

γ γ
γ γ

ε
 

= +  
 

 (24) 

( )

' '

' '

' ' '

' ' '

0 00 0
3

3 , ,3,3 3 ,

0 0 00 0 0
3 3

,12 , ,3,3 ,3 3 3 ,12

1

2

,

Z U Z U

Z U Z U Z U X

γ
α α γ α

γ γ α
αγ γ α

ε

−
−


= + +



 
+ + +   

  

 

'

' '

0
0 0

3

33 ,3 3 ,3 3 ,3
,Z U U X

α
αε  = + 

 
 

де     

' '
0 0

, , 0
,i i

I I X
Z Z α =

=     

'

'
0

,1

,12 2 0X

Z
Z

X
α

γ
γ

=

∂
=

∂
 (25) 

' '

0

, , 0
,

i I i I X
U U α =

=    

'

'

0
,

, 0
.

i I

i I X

U
U

X
α αα =

∂
=

∂   (26) 

Відповідно до прийнятого закону розподілу 

переміщень (21) визначимо їх похідні в центрі 

елемента (26): 

( )' '
1, 2

1 2

0

,
1 1

1
,

2i i S S
S S

U U Sαα
=± =±

= ∑ ∑  

( )' '
1, 2

1 2

0

3,3
1 1

1
.

4i i S S
S S

U U S
=± =±

= ∑ ∑  (27) 

Тоді для компонент тензора деформацій (24) 

можна записати: 

( ) ( )

( )
( )

'

1 2

' '

'

1 2

0

,

1 1

0 0

3

,12 , 1 2

1

2

2 ;

S S

S S

Z S

Z S Z S S X U

γ
αα α α

αγ γ
α α γ

ε
=± =±

−

= +

 
+ + ⋅  
 

∑ ∑

 

( )

' '

'
1, 2

1 2

0 0

12 ,1 2 ,2 1

1 1

1
,

4 S S
S S

Z S Z S U
γ

γ γε
=± =±

 
= +  

 
∑ ∑  (28) 

( )
( )

( ) ( ) ( )

' ' '

1 2

'

' '
1 2 1 2

0 0 0

3

3 , ,12 , 3
1 1

0

3 3

,3 1 2, ,3 3

1
2

8

1
2 ;

4

S S

S S S S

Z Z Z S X

U Z S S S X U

αγ γ γ
α α α α

α
αγ

ε −
−

=± =±

−

   = + + ×    
    

× + + 


∑ ∑
 

( ) ( )
'

'
1 2

1 2

0

3

33 ,3 3 ,3
1 1

1
1 2 .

4 S S
S S

Z S X U
α

αε
=± =±

= +∑ ∑  

Виразивши переміщення відрізками рядів Фур’є 

(20) і виконавши, де це необхідно, диференціювання 

по 
3

X , отримуємо: 
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1 2
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,1 2 ,2 1

1 1 1

3 1
sin ,

2
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ε

π
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 
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+
× ⋅
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ℓ

ℓ
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 (29) 
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'
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2
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X
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α
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−
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2

L

S S

S S

Z

X
S X U

α
α
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π
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+
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Як вихідним співвідношенням при виведенні 

формул для обчислення вузлових реакцій і 

коефіцієнтів матриці жорсткості скористаємося 

виразом варіації енергії скінченного елемента: 

1 2
3

3
1 2

1 1

12 2
1 2 3

1 1 1

2 2

x x
x

iI

iI

xx x

gdx dx dxδω δ σε
= = =

=−=− =−

= ∫ ∫ ∫  (30) 

або в матричній формі: 

{ } { }( )
1 2

3

3
1 2

1 1

12 2
1 2 3

1 1 1

2 2

,

x x
x

T

xx x

gdx dx dxδω σ ε σ
= = =

=−=− =−

= ⋅∫ ∫ ∫  (31) 

де { } { }11 22 33 12 13 23
2 2 2

Tε ε ε ε ε ε ε=  (32) 

{ } { }11 22 33 12 13 23 .
Tσ σ σ σ σ σ σ=  
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Зв’язок між деформаціями і коефіцієнтами 

розкладання переміщень в ряди фур’є представимо у 

вигляді: 

{ } [ ] ( )

[ ] ( ){ }

3

1

1

3

2

1
sin

2

1
cos ,

2

L x
B

x
B U

π
ε

π

=

 +
= +



+
+



∑ ℓ

ℓ

ℓℓ

ℓ

ℓ
 (33) 

де [ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1 1 1 1 1
,B B B B B

− − + − − + + + =
 ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ

 

[ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

2 2 2 2 2
B B B B B

− − + − − + + + =
 ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ

   (34) 
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×
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ℓ ℓ

{ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }' ' '
1 2 1 2 1 2 1 2, 1 , 2 , 3 ,

 .
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U U U U=

ℓ  

Елементи підматриць [ ]( )1 2,

1

S S
В

ℓ
 і [ ]( )1 2,

2

S S
В

ℓ
 

обчислюються згідно (29) і наведені в табл. 1 і 2 

відповідно. 

Запишемо варіацію енергії через коефіцієнти 

розкладання переміщень в ряди Фур’є і вузлові 

реакції призматичного скінченного елемента: 

{ }( ){ }
1

,
L

T
U rδω δ

=

=∑ ℓ ℓ

ℓ

 (35) 

де  
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1
cos .

2

x x
x

T

xx x

x
T

x
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B dx gdx dx
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
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
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∫

ℓ ℓ

ℓ

ℓ

ℓ

(36) 

Виконуючи чисельне інтегрування, отримуємо 

формулу для обчислення вузлових реакцій 

призматичного скінченного елемента зі змінними в 

перерізі 
3x const=  механічними та геометричними 

параметрами (се 1) через напруження: 

{ } [ ] { }(
[ ] { } ) ( )1 2

1

1 1

1 1

2 2
,

,
i I

I
T

i I

T

i I
x x

r B

B gH H

σ

σ
= =

= +

+ 
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ℓℓ

           (37) 

де відповідно до формул гармонійного аналізу 

{ } { } ( )3

1

1

12
sin .

2

M

m
m

x

M

π
σ σ

=

 +
 =
 
 

∑
ℓ
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Таблиця 1 
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Таблиця 2 
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m
m
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M
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=
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 (38) 

Тут 1 , I , M  – кількість точок інтегрування по 

1
x , 

2
x , 

3
x  відповідно i

H , I
H  – вагові функції;  

1

ix ,
2

I
x  – координати точок інтегрування. фізичні 

значення напружень { }1σ  і { }2σ  підраховуються в 

M  рівномірно розташованих по довжині елемента 

точках. при цьому на характер їх розподілу в 

напрямку 
3

x  не накладається ніяких обмежень, що 

дає змогу використовувати формули (37) для 

визначення вузлових реакцій не тільки в пружній 

стадії роботи матеріалу, а й за межею пружності з 

урахуванням приведення напружень відповідно до 

прийнятого умовою плинності. 

При виведенні формул для обчислення 

коефіцієнтів матриці жорсткості зв’язок між 

напруженнями і деформаціями візьмемо в рамках 

узагальненого закону гука: 

{ } [ ]{ },Dσ ε=  (39) 

де елементи матриці (табл. 3) обчислюються 

відповідно до (12). 

Підставляючи (39) в (31), отримуємо: 
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Таблиця 3 
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Використовуючи співвідношення (33), 

запишемо варіацію енергії скінченного елемента 

через коефіцієнти розкладання переміщень в ряди 

Фурье: 
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Візьмемо до уваги, що 
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Після інтегрування в (41) по 
3

x  можна 

записати: 
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де 
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Інтегруючи по 
1

x  і 
2

x  чисельно, отримуємо 

формулу для обчислення коефіцієнтів матриці 

жорсткості призматичного скінченного елемента зі 

змінними механічними і геометричними 

параметрами (се1): 

 

[ ] ( ) [ ] [ ]( )
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1 1

1 2
,

.
i I

I I
T T

i I

i I
x x
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ℓ ℓ

 (44) 

 

Висновок 

Завдяки використанню МССЕ отримані 

співвідношення універсального скінченного 

елемента, які забезпечують можливість розрахунку 

напіваналітичним методом скінченних елементів як 

масивних, так і тонкостінних довільно навантажених 

призматичних тіл складної форми з урахуванням 

пластичних властивостей матеріалу. 

Розглянуто дві модифікації призматичного 

скінченного елемента, порівняння яких дає змогу 

обґрунтувати вибір оптимального, з точки зору 

досягнення заданої точності, результатів при 

мінімальному обсязі обчислень варіантів. 
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CONSTRUCTION OF SOLVING EQUATIONS OF SEMI-ANALYTICAL METHOD  

OF FINISHED ELEMENTS FOR PRISMATIC BODIES OF COMPLEX SHAPE 

 

Annotation. The article presents an effective numerical approach to the study of arbitrarily loaded massive and thin-walled 

prismatic bodies of complex shape, the deformation of which can take place beyond the elasticity of the material. The equations of 

the semi-analytical finite element method (SAFEM) when used to decompose the displacements of Fourier series. The main 

relations between the spatial problem of the theory of elasticity in a curvilinear coordinate system and the theory of plastic flow 

for an isotropically reinforcing material under the Mises fluidity condition are presented. In accordance with the method of the 

moment scheme of finite elements (MSFE), the expressions of deformations of the prismatic finite element due to the nodal values 

of amplitude displacements are obtained. Formulas for calculating the stiffness matrix coefficients of a finite element (FE) with 

variable and averaged in the cross-sectional plane mechanical and geometric parameters are derived. 

 

Keywords: finite element method, semi-analytical finite element method; moment on the scheme of finite elements; 

prismatic bodies of complex shape; universal finite element; theory of elasticity; theory of plastic flow; stiffness matrix 
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